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Zusammenfassung

Die Arbeit zielte darauf ab, den EinfluB der elektrisch
neutralen Gaskomponente bei schnellen, stromstarken Gas-

entladungen zu untersuchen.

Dazu wurde im Entladungsrohr eines ©-Pinch das Magnet-
feld - rdumlich und zeitlich aufgel®st - gemessen, und
zwar in den Anfangsstadien, wo der Ionisierungsgrad noch
niedrig ist. Ein Dreiflissigkeitsmodell fiir ein Gemisch
aus Elektronen, Ionen und neutralen Atomen fihrt auf ein
Gleichungssystem zur Berechnung der Entladung. Die verwen=-
deten Koeffizienten gelten fir ein Wasserstoffplasma. Das
System von gekoppelten partiellen Differentialgleichungen
wurde numerisch geldst auf einer IBM-7090-Rechenmaschine.
Es liefert die Plasma- (Elektronen- und Ionen=-)dichte, die
Dichte der Atome, die Plasma- und die Neutralgasgeschwin-
digkeiten, die Temperatur der Elektronen, der Ionen und
der Neutralteilchen und schlieBlich das Magnetfeld als Funk-

tionen einer Raumkoordinate und der Zeit,

Fir mehrere Sdtze von Anfangswerten sind die Resultate der
Rechnungen angegeben und mit den Ergebnissen der Magnet-
feldmessungen verglichen.




A) Messung des Magnetfeldes am Thetapinch mit Mehrfach-

sonden

I) Thetapinch-Anlage

Einen Thetapinch kann man vereinfacht folgendermafen
kennzeichnen: Eine Spule mit einer Windung umschlieft
ein Rohr, das mit Gas von niederem Druck gefillt wird.
Uber diese Spule wird eine Hochspannungs-Kondensator-
batterie entladen. Das dabei innerhalb der Spulenwin-
dung rasch ansteigende, starke, axiale Magnetfeld in-
duziert ein elektrisches Feld, welches das Gas ziindet.
Das entstehende Plasma wird durch das Magnetfeld zur
Achse komprimiert und fithrt dann einige "Kompressions-

schwingungen" aus, wie sie Abb. 2 zeigt.

Eine detaillierte Beschreibung der Thetapinch-Anlage,
an der die Messungen ausgefiihrt wurden, findet man in
[1] und [2]. In Tabelle 1 sind nur die wichtigsten Da-

ten zusammengestellt.

Tab. 1: Hauptentladung

Ladespannung U 40 kV
Kapazitdt C 33 pF
Energieinhalt 1/2 c.u? 26 kJ

Max. Anderung des Magnetfeldes B 10

(ohne Plasma) 6+10 T/sec
Schwingungsdauer T 6,22-10"'6 sec
Dampfungsfaktor S 5,51'10u sec™?
Gesamtinduktivitdt aus
@ =\’ T_IIE - §° (ohne Plasma) 29,55 nHy




Spulenldnge 300 mm
auBen 140 mm
Spulendurchmesser:

innen 54 mm

Entladungsrohbdurchmesser (innen) 47 mm

Um zu Beginn der Hauptentladung ein mdglichst genau be-
stimmtes Magnetfeld zu haben, wird vorher in der Spule
ein quasistationdres (verglichen mit den Schwingungs-
dauern der ibrigen Kreise) Feld erzeugt durch eine Kon-
densatorbatterie von hoher Kapazitdt bei niederer Span-
nung. Ihre Daten sind in Tabelle 2 angegeben.

Tab., 2: Vorbatterie

Ladespannung 2,5 kV
Kapazitdt 1296 uF
Schwingungsdauer 251.10"° sec
Ddmpfungsfaktor 1,145-103 sec™!

Da die Hauptentladung schon in der ersten Halbschwingung
‘des Magnetfeldes ziinden sollte, war eine Vorionisierung
des Fijllgases notwendig. Dazu dient einmal eine hochfre-
quente Kabelentladung zwischen zwei Ringelektroden, die
auBerhalb der Spule um das Rohr gelegt sind. Zum zweiten
entlddt sich vor dem Einschalten der Hauptbatterie ein

kleinerer Kondensator lber die Spule.

Tab. 3: Hochfrequente Vorionisierung

Ladespannung 40 kV

Kapazitdt 60-0hm-Kabel und
Ringelektroden

Schwingungsdauer ca. 10-7 sec
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Tab., 4: Vorentladung

Ladespannung 20 kV
Kapazitdt 1 pF
Schwingungsdauer ca. 2-10_6 sec

Die zeitliche Reihenfolge der vier Entladungen ist aus
Skizze 1 ersichtlich. Das Entladungsrohr aus Quarz war
ausheizbar. Es wurde vor jeder Entladung mit Vor- und
Diffusionspumpe bis zu 10-8 Torr ausgepumpt. Ein Elek=-
trolysator lieferte den Fiillungswasserstoff. Der Fill-
druck von 0,1 o 0,005) Torr konnte mit einem McLeod -

schen Vakuummeter kontrolliert werden.

Magnetfeldsonde

Die Magnetfeldsonde bestand aus vier kleinen Spulen von
je 14 Windungen, einer L&nge von 0,6 mm und einem Durch-
messer von 0,8 mm. In Abstdnden von 2,5 mm waren sie

in ein vorne geschlitztes Messingr8hrchen eingebaut, das
gleichzeitig elektrische Felder abschirmen sollte. Von
der Spulenmitte aus ragte in radialer Richtung in das
Entladungsgefdf® ein Glasstutzeh,in dem die Sonde, ge-
schiitzt vor dem heiRBen Plasma, verschoben werden konnte.
Skizze 2 ergdnzt die Beschreibung.
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Jede Sondenspule erforderte einen Mefkreis, wie ihn
Skizze 3 verdeutlicht. Wegen der starken Stérfelder
(durch Schaltfunkenstrecken und Entladung) war eine

gute Abschirmung aller Mefkabel (durch Kupferschlduche)
und eine MeBkabine notwendig. Der IPP-Bericht [3] be~
handelt die Bestandteile im einzelnen. Die Sondensignale
wurden mit Oszillographen registriert., Die Abbildungen

1 und 2 enthalten Beispiele fir "Sondenkurven" (= zeit-

lich integrierte 5 -Signale).
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I1II) Auswertung der Sondensignale, Eichung der Sonden

Durch die zeitliche Anderung des Magnetfeldes wird in

der Sondenspule bei der Entladung eine Spannung

L4

g0t 49
W= =10 R

induziert. q> ist der magnetische Fluf durch die
Spule, also

<P=’”~‘F'3.L )

wobei B, die Magnetfeldkomponente senkrecht zur Win-
dungsfldche nF der Sonde bedeutet. Aus den Kirchhoff-
schen Sdtzen fiir Wechselstrom 14Rt sich im MeBkreis der
Skizze 3 fir die am Oszillographen abgenommene Spannung U
folgende Differentialgleichung aufstellen:

U= LC-(1+R)dl +

H{L 4RO ([ 1+ &)} AU ¢ (10 &)

d
dt

Durch Integration liber t und Einsetzen von Ui kommt . man

auf:



Le(4+8) S dd, (peerec[t E]eS)U + (140 &) fudt
10~ &€ n.F

In dieser Gleichung wird L in Henry, C in Farad, U in
Volt, Z, R, RS in Ohm, F in cm2 und B in GaufB eingesetzt.

Geeignete Dimensionierung des MeRkreises - etwa wie in
Skizze 3 angegeben - machen den ersten Summanden und

% vernachldssigbar klein. Das Integralglied kann einen
Beitrag bis zu einigen Prozenten liefern (und wurde des-
halb bei der Auswertung beriicksichtigt). Die endgliltige

Formel lautet somit im vorliegenden Fall:

5. ARC: R G B+ (10 &) Jua
107 . n. T

Eine zweite, davon unabhdngige Formel fur B zur Eichung,

gewinnt man aus den Daten des Entladungskreises. Fir ei-

nen Achsenpunkt in der Mitte einer Spule kann man das

Magnetfeld berechnen zu

B =04m-Nn- J :
| e* 4R

n = Windungszahl, J = Strom in Ampére, 1 = Spulenldnge

in cm, R = Spulenradius in cm.



Fir ] setzt man an:

mit é-‘- :?,’B[. und CJ = 2_'[’_:[' = \’L__/!—C— s wenn 8 klein ist.

Im ersten Maximum der Schwingung ist sin Co{Max“'1,
so daB sich hier fiir die Feldstdrke ergibt:

. n _ . Jmw.UyC - L=
V /*+ 4 R? T,

Praktisch wurden nun zwischen den einzelnen Messungen

B - o

mit Plasma immer wieder Entladungen ohne Gasfiillung auf-
genommen, fir das erste Maximum der Signale das B-Feld
nach beiden Methoden berechnet und dadurch die Sonden-
spulen geeicht,

Die beiden unabhdngigen Eichungen stimmten recht gut
liberein, Auch die Streuung bei veschiedenen Entladungen
blieb minimal.

Die MeBergebnisse sind mit den Resultaten der Theorie

im Abschnitt D der Arbeit zusammengefaft.,




B) Dreifliissigkeitsmodell mit_einer neutralen Komponente

Mit den Sondenmessungen wurden hauptsdchlich die Anfangs-
vorgidnge bei der Entladung untersucht. In diesem Zeitbe-
reich ist (trotz Vorionisierung) nur ein Teil des Fill-
gases ionisiert, was optische Messungen beweisen. Es er-
scheint daher notwendig, bei der theoretischen Behandlung
dieser Vorgidnge die neutrale Gaskomponente zu beriicksich=

tigen,

K. Hain [4] und andere beschrieben erfolgreich ein vollioni=-
siertes Plasma durch Mehrfliissigkeitsmodelle. Falls die
mittlere freie Wegldnge der neutralen Atome gegeniiber den
GefiRdimensionen klein ist, kann man auch das Neutralgas

als Flissigkeit behandeln. Fiir die mittlere freie Wegldnge

7 = 1
7 -mone bt

8

15 -3

errechnet man fir H (r  1,2¢10°° cm) bei n = 5.107" cm

(n = 7.10%° em™3 entspricht dem Fiilldruck)

I~ 0,8 mm.
Der GefadBRdurchmesser betrdgt 47 mm.
Im folgenden werden nun die Gleichungen fiir ein Dreiflis-

sigkeitsmodell (mit Elektronen, Ionen und neutralen Atomen

als Komponenten) aufgestellt.




I) Grundgleichungen

In einem vollionisierten Plasma bleibt fir jede Kompo-
nente einzeln die Teilchenzahl konstant. Dieser Umstand
wird zur Vereinfachung von Bewegungs- und Temperaturglei-
chungen benutzt. Spielen jedoch Ionisation und Rekombi=-
nation eine Rolle, so miissen alle diese Gleichungen ohne
derartige Vereinfachung neu abgeleitet werden.

Den Ausgangspunkt dazu bildet die "Gleichung fir die
Anderung molekularer Eigenschaften" (s. [s]1):

-n.{ o Q% [ CP” -%)103] (1)

odvt - Jegy oo

Man gewinnt diese Gleichung durch Multiplikation der
Molekilileigenschaft (F(EW mit der Boltzmanngleichung und
nachfolgender Integration iliber den Geschwindigkeitsraum.
Der Querstrich (z.B. C_P) deutet die dabei erfolgende
Mittelung an.

- 10 -
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'S

c = Einzelgeschwindigkeit der Teilchen. A =
é =

e W=
die mittlere Geschwindigkeit des Gases am Punkt % im
Volumen d3r bedeutet. £ ist dann die Geschwindigkeit

relativ zu einem System, das sich mit % bewegt.

wird aufgespalten in 2 =4t , wobei

n = Teilchenzahl pro cm3.

§ = 4uBere Beschleunigung von geschwindigkeitsunabhdngi-
gen Krdften oder der Lorentzkraft.

Ein Punkt zwischen den Vektoren bedeutet Bildung des Ska-

larproduktes, z.B.

9

Mg, Uy +
oW

o 9
X 9y 2

Nebeneinanderstehende Vektoren (ohne Punkt!) bilden ei-

nen Tensor, z.B.
’_a..')o = (1/\9'()'0
w

Doppelpunkt zwischen Tensoren heiBt doppeltes Tensor-
produkt:

Oliff =Z§ AckBM

Dt ot | on

substantielle Zeitableitun

D:;D+')0/‘) =%+W‘3ﬁa’& ist die
g

- 11 -




e A =

Im StoRterm fq) Qg ]e olzc') bestimmt gi\f 013(:)‘(0(3”"&0
ot ot

die Anderung der Molekiilzahl im Phasenraumvolumen

d3€? -‘ds’lr bei % und & zur Zeit t im Zeitintervall dt
durch Stoke.
f = Verteilungsfunktion.,

a) Kontinuitdtsgleichung

P wird konstant (gleich 1) gesetzt. Die zugelassenen
Beschleunigungen F sind entweder gdnzlich oder gerade von
den Geschwindigkeitskomponenten unabhdngig, nach denen
differenziert werden muB, Nennt man den StoBterm An,

so folgt aus (1):

Dn oy nodwa - An e
Dt

b) Impulsgleichung

Wegen der spdteren Berechnung des Stoftermes AF)wird
nun fir CP(?) der Gesamtimpuls m<c = m (£ +%)
eingesetzt, Dann gilt flir die x-Komponente:

P= MmN

ngk = nm (L0 + BL) = Cenmml - P (D),

Dﬁ -m.M’,‘

Dt Dt
m.[-__:)(’or*.[.x_). = m4& -9 W Fmd e o0
I X3 X' .
=0 -0

- 12 =
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Mit den lbrigen Komponenten erhdlt man sofort aus (1):

D(nm-w)

m - .- T
ot + nm w%r.w +,a)r@ AP + nom. ¥,

Differenziert man den ersten Term aus und setzt Glei-
chung (2) ein, so ergibt sich:

am - D Ny == PP+t mm
'rtmT)—)c—+m'>0An o

Ist nur skalarer Druck p zugelassen, folgt endlich:

'n-m-%()_ = - mM-4dn -MP fAP tem &, Y
g

¢) Gleichung filir die Temperatur

wird gleich der "inneren" kinetischen Energie

{_m L't gesetzt. Dann ist (F =3 BT (drei Freiheits-
rade) orae = (WdrmefluBvektor)
g ’ . L = q ’

2,

m
2

5 =m£[=£ .
n

&S
DIV
=l

- 13 =
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Mit dem StoRterm AE-gewinnt man aus (1):

-

D(n-%RT) 3T 0
3t + ni-& %.w

+%§3 # G)(%-"—VQ = AE .

Nach Ausdifferenzieren der Zeitableitung, bei skalarem
Druck p, mit Gleichung (2) und mit

T= kgl

ist schlieBlich

II) Anwendung auf ein Dreikomponentengas

Mit Hilfe der Gleichungen (2), (3) und (4) wird nun ein
Gleichungssystem fir ein Gemisch aus Elektronen (Index "e"),
Ionen (Index "i") und neutralen Atomen (Index ."o") aufge=-
baut.

Wichtige Annahmen, die fiir das Folgende gemacht werden,

sind:

1, Gliltigkeit der Zustandsgleichung filir ideale Gase
p=nk Ty

2. Quasineutralitdt (in Raum und Zeit)

Z-ni = n, = nj
3. Einfache Ionisation
7 = 1 (H->H" + &™)y

- 14 -
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4. Die Elektronenmasse (m_ = 9,107-10-28g) wird gegen
, = 1,672:10"%%g) vernachlassigt;

5. ZylindersymmetrieHdes gesamten Problems,

die Ionenmasse (m

Die Berechtigung zu diesen Voraussetzungen wird hier

nicht nachgepriift.

Da die Abnahme der Neutralgasteilchen gleich der Zunahme
der Ionen (nach 3,) und auch der Elektronen -und umge-
kehrt- ist, gilt nach (2) fiir jeden Bestandteil:

Dnb _’_ Oh/\} 'n’w = _An ) (%)
2t °

ot

g’z‘ + don, = 4An . (7

In (3) wird fir Elektronen (=) und flir Ionen (+)

m-n- &= n.e( g + _’)_0__2_}3_) gesetzt:

n-m,-(-a—"ﬁv Two.?/m&mc)_mo.mo.ﬂn=_3,,a&(nom;) (8)

(/] 'at
+ AR

- 15 =
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(9)

'ne'nk'( %%%? +~Nk"?¢0£%ﬂk) + nk'%k'lﬂ?l =

(10)

-~ gad(ne AT) - noe (£ BB ) ap

Fir das Plasma (Elektronen und Ionen) werden nun statt
W; , W, eingefiihrt (vgl. [6]1):

mHy: + m.%e
me tm,

')O:.

L

D= W -We L }].z e-n- (W -Xe) .

Multipliziert man jetzt (6) mit m. und (7) mit m, und

addiert, so folgt (mit n, = ne):

on + ‘}{)ogn‘w\?‘n fndww = An . an
9t

- 16 =
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Die Differenz von (6) und (7) lautet:

s ({0 -m.]) = 0. (12)

Filhrt man Zylinderkoordinaten ein, dann sind wegen der

vorausgesetzten Symmetrie alle Ableitungen nach der

z- und @ -Koordinate gleich Null. Ist .‘{ st %
¥ . S ® w{] UTJ) ¥i1 Y

dann lautet die Gleichung (12):

4 D - LUre T Ure = 0.
_q:.ﬂ(rrn[v Ure 1)

r bleibt endlich, d.h.

TN (Up; - Uge ) = COMMA. (Gzaf-'r)

Fiir die Differenz und n muf auch fiir r = 0 Stetigkeit

verlangf werden, so daB const = 0, und damit gilt:

_ - Uy + M, L
Uy = Uye = 2 v:;-wme = Uy (13)
3 (4

Bei Addition der Impulsgleichungen (9) und (10) gewinnt man:

n{m; +m.)-

Q9 (mw; +meWe)  (mow; +MeN,) (m;0; + MW, )
2t m; t+ M, * m+ Mg '?”m3 t

M Me )7.[?‘.3/1\&/\3 &] = - g/raA}(niﬁTthe&Te) t

(m; + Mg

Myt Me

: 4R ~An(mw i)

1-_4"}5 + AP + AP
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und bei Vernachldssigung der Elektronenmasse

n-m [%w + W'Ww t mr;n;el § 3"0"9}‘1]:

(14)

=—3m/§‘(n[mef&Ta]) +.(']'Z’g + AP, +AR -

- mw-An .

Aus Gleichung (4) endlich leitet man fir die Tempera=-
turen ab:

ot
(15)
=-n AT, -cwoy + d&m(uog/raﬁﬂ)atﬂEo ,
n-%__("l—t-—c + N; W&T)n‘ﬂn AT: =
(16)

= - AT - divso; + oo (R grad To) + 4E

- 18 =
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In den Gleichungen (16) und (17) kommen M, und %;
wieder einzeln vor; doch wegen der Zylindersymmetrie
folgt aus (13):

div We = div W; = div ¥

und fir jede skalare Funktion A(r,t) :

W, grabA = 0 rad A = 20 grant A = 7%

III) Folgerungen aus den Maxwellschen Gleichungen

Voraussetzungen sind nun neben den friiheren:

5 ) AR {O, O, st (Thetapinch-Entladung);
2, Vernachldssigung des Verschiebungsstromes.

Aus M L = .&‘E'E‘_g ergibt sich dann:

j-={0)*fﬂ-%§*,o} (18)

Die Gleichung

leg_ = - C.’no4 ff vereinfacht sich zu
ot

98y _ i.D__(_g_)""E (19)
T 9 '

9t

ﬁ;;

Durch diese Beziehung wird das bisherige Gleichungssy-
stem (5), (8), (11), (14), (15), (16), (17) vervollstdndigt.




E‘f muB jedoch noch aus dem verallgemeinerten Ohmschen
Gesetz bestimmt werden, Dieses gewinnt man durch Multi-
plikation von (9) mit m s (10) mit m, und nachfolgende
Subtraktion:

Durch die obigen Annahmen vereinfacht, folgt daraus
fir die elektrische Feldstdrke:




< 90 =

Die letzten drei Terme werden zusammengefaRt zu:

Anm . _ 'Ync 'Apl. + Ape o : vyla‘ (21)
nt.et n-e -m; mn-e

Diese Gleichung dient spdter als Grundlage zur Berech-
nung des elektrischen Widerstandes u Fiir die Glei-
chung (19) interessiert nur die (? -Komponente von €’.
Dazu seien zuerst die Transformationsformeln fir die
verjlingten Tensoren auf Zylinderkoordinaten bei der

geforderten Symmetrie aufgeschrieben:

_(Gn-g/mﬁ)@),f QT%%{~ 1agby
(Gn-g/raﬁ‘fz)cf= QT%@? +%a?@7 , (22)
(WM(‘, ) {?%? -0

(G'Xﬂ)cr
('>0xfy)cf,

i
a0
N
=
<
{
=
[«
~
{
Q
)

"
C

Also bleibt noch:
S D (4 PR ‘
Ey = 2 { 5 (&) r onglde) + £de)0, ]

B :
+ Lhzr_z i o VJJT .

- 21 =




= P &

Die GréRenordnung der einzelnen Summanden wird mit

folgenden typischen (meist experimentellen) Werten er-

mittelt:

%.=4Nl4&m~ = 310" ESE

9t om* nec

9 L fof Amp - 5107 Ame

or om? / N

B& = 45 AT ;o Ut 10" % ;o ne= 10" om?
/

S Ex g0t 8 e dS (EE)

Fliir das vorliegende Problem wird der erste Term ver=-
nachldssigt, so daB das Ohmsche Gesetz die Form

R ‘
= U, —= -+ y
E:? 7 C 71 ;J?
annimmt., Setzt man (18) in (23) und das resultierende Ek

in (19) ein, so gelangt man zur endgiltigen Gleichung

(23)

fir das Magnetfeld:

4,98, _ 4 9 [ rm.c 9B,)_ B, ry)
185 s L2 (rae 3B) 5 LTul
.4 938
UT Z‘/a/ri.
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IV) StoRterme

Von den StoBprozessen werden beriicksichtigt:
1. elastische St&Re ,

2. Ladungsaustauschstéﬁe,

3. unelastische, ionisierende St&Re und

4, unelastische, rekombinierende,

Diese wurden ausgewdhlt, weil ihre Querschnitte nach

Messungen und Rechnungen die grdften sind.

Das Plasma wird als optisch diinn betrachtet. In diesem
Abschnitt soll nur erkldrt werden, welche Ph&nomene in
die Theorie aufgenommen werden sollen. Begriindungen fir
die spezielle Form der Ansdtze gibt die Berechnung der
einzelnen Koeffizienten u.a.m. im Abschnitt V.,

a) Anderungsrate AN der Teilchenzahldichten n (pro

sec und cm3) durch StdRe:

Anzahl der Ionisationen
Ng+Nye S12 = 3 ’
sec. cm

ul

n”ne' Q21 - Anzahl der Rekoxgblnatlonen .
secs cm

812 bzw., Q21 werden in v erldutert,
Damit folgt (ni = ne):

| 2
An =« Ngan-dyy ~ M- Qi (25)
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b) Anderungsrate des Neutralgasimpulses gﬂf% durch

StORe mit Elektronen und Ionen:

Impuls, der mit den pro sec und

1]

/n.o' n- S1L' mo")oo

3 . .. . 5
cm 1onisierten Teillchen verschwin-
det,

nt . Qy, - MmN Impuls, den die rekombinierenden

It

Ionen (+ Elektronen) pro sec und cm3

zum Neutralgas mitbringen,

N, (bzw. W ) muR eingesetzt werden, weil sich die Pe-

kuliarimpulse wegen ihrer Richtungsverteilung herausheben.

Impuls, der durch elastische und La-

n

p(0i-,)

dungsaustauschstdfe von den Ionen
an das Neutralgas abgegeben wird

(pro sec und em®).
Gegen diesen letzten Term wird der Impulsiibertrag der

Elektronen (wegen der kleinen Masse) auf das Neutralgas

weggelassen., Dann ist:
AP - __no./n',sn..'yno.f}{)o + le—Q“'Wlo'){) fJ(W’Wo). (26)
0

¢) Anderuncsrate des Plasmaimpulses APL pre durch
Stohe:

Der Impulsaustausch zwischen Elektronen und Ionen hebt
sich in APL + AR, heraus.

- 24 -
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Insgesamt:

M

W

1
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wird durch Ionisation pro sec und

3 ..
cm” hinzugewonnen,

Impuls, der (pro sec und emd)

durch Rekombination verloren geht.

Impuls, der durch elastische und La-
dungsaustauschstbfe an das neutrale
Gas abgegeben wird.

AP+ AR, = myn-Spy-ma0, - mE QMW = p (W0,

(27)

d) Anderungsrate der thermischen Energie des Neutral-

gases AEO

durch StoBRe:

% ATy - S1L

Ul

nm

m

i

Energie, die mit ionisierten Atomen

verloren geht.

Energie, die durch rekombinierende

Ionen gewonnen wird.

Energie, die bei verschiedenen Tem-
peraturen der Elektronen und der
neutralen Atome durch StoRe ausge-

tauscht wird.

Energieaustausch bei verschiedenen

Temperaturen von Ionen und Neutralgas.
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Erwdrmung des Neutralgases durch

T, (QQ;70o)Z

ilt

Reibung zwischen Plasma und Neutral-
gas (aus der makroskopischen Geschwin-
digkeitsdifferenz in r-Richtung).,

Also wird:

AE0= %&Ti'nl'au B %&Ton-n,-gu t

(28)

t (AT, - AT ) + (AT < AT ) + 7 (0:-w),

e) Anderungsrate der thermischen Energie der Ionen

AE;: durch StdBe (pro sec und cmS)

3
-z-&fﬂ-V%“Wf-fn_ = Energiegewinn durch ionisierte Atome.

_% ﬁ_tl.ywl, (124 = Energieverlust durch rekombinieren-

de Ionen.,

3 &—EZN.&7; Energieaustausch durch Stdfe bei ver-
2 { ~ schiedenen Temperaturen von Ionen

und Elektronen.

Energieaustausch mit Neutralgas bei

%\’
.Y
=
=]

[
>
“h

verschiedenen Temperaturen.

Erwdrmung der Ionen durch Reibung

3
|
3
,\I
i

mit dem Neutralgas (makroskopisch

s. unter d).

- 26 -
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Zusammengefaflt:

AE; = AT mem-§ - $ATm Q¢
(29)
6. -AT. _ piaT g7 |
P S - BUAT-AT) ¢ b,

f) Anderungsrate der thermischen Energie AdEe durch

St8Re (pro cm3 und sec)

3 2
E:&1;’71 '6214 = Energieverlust bei Rekombination.

n S = Energie, die durch die Ionisierungs-

XH. AR » : :
prozesse ( lu = Ionisationsenergie!)
verlorengeht,

3 - ﬁj;-ﬁ7; _ Energieaustausch mit den Ionen bei
2 ¢ ~ verschiedenen Temperaturen,
“

Energieaustausch mit den neutralen

L(KT, - AT)

Atomen bei verschiedenen Temperaturen.

die durch Ohmsche Heizung in thermi-

il

-2
7l 1 sche umgewandelte elektrische Energie.

Daraus folgt:

[E = 3BT nQy, - g omem-fy -

(30)

R Bl (4T, -8T) ¢ n i,

3
2 .-
2 te

g
- 2T
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V) Zusammenstellung und Berechnung der Koeffizienten

Im folgenden wird nun speziell ein Wasserstoffplasma
mit neutralen H-Atomen behandelt., Dazu sollen erst die

Stofquerschnitte beschrieben werden.

a) Elektronen - H-Atome

Den Wirkungsquerschnitt Qo fir langsame Elektronen beim
Stof mit H-Atomen haben H.S.W., Massey und B.L. Moisei~
witsch berechnet. (Flir das Diagramm sind die Q,-Werte
aus A. Uns6ld, Physik der Sternatmosphdren, S. 597,

Tab. 85a, entnommen). Eine neue Berechnung stammt von
Temkin und Lamkin, Phys. Rev. 121, 788 (1961). Ihr Quer=-
schnitt 14Bt sich in dem giltigen Energieintervall gut
anndhern durch

Y ). 10"
Cl°ﬂﬂn1 ( TAVEE t 4, . (31)

Alle drei Kurven sind in Abb. 3 eingezeichnet.

b) Ladungsaustausch H+- H=-Atome

Rechnungen fir den Querschnitt Qu der Reaktion

+ +
Hsohne1r ¥ B ™ Hsoppern * B

liegen fir langsame (E { 1 keV) Protonen von A. Dalgarno
und H.N, Yadav vor (Proc, Phys. Soc., London, A 66, 173
(1953)).

SDg w



NEU

N8/ o1bisususu0d]Ne]T £99vy

&

9 4 4 o 5 -8 ¢ 9 ¢ £ ¢
1 T 1 1 I |

—

r

€U+3 o
v )='0

Yyoinp jioyeulabuD .+ —-.

) ‘7 +
g Ot 11°e

UIDWDT PUN UINWS][  xemy

YOS]IMISSIOW pun A3SSDiy o—o

H < 9. 9]]iuyasienbgo)s

Ol

-0C

-0€




- A

/o/w (1094])
8 %% .° ADPDA “n| 0u4p biD(7

/
8oy
V4
/
Il
ol

/
Q70—

(T3]

4 —~
SBUIGqd)S YIS o)1 % R TRRCH R

i bl = +tm 9)jluyasianbsbunppjw

0S

09

OL



%98 -

Experimentelle Werte bis herunter zu Protonenenergien
von ca. 20 eV sind einer Verdffentlichung von Fite,
Smith und Stebbings zu entnehmen (Proc. Roy. Soc. A 268,
527 (Aug. 1962)). Diese Autoren geben als empirische

Formel zu ihren Messungen an:
1 -8 -8 P
\{Qu/ml = ')'(,-10 - 4/0(9-10 Uo(:}w(E/eV) (32)

(0, in cm®, E in ev).
In Abb. 4 sind alle Kurven (oder MeBpunkte) eingetragen.

c) Elastischer StoR zwischen Ion und Atom

Querschnitte fiir diesen ProzeR habe ich nirgends in der
Literatur gefunden, weder berechnet noch gemessen, wenig-
stens nicht in dem hier interessierenden Energiebereich.
Deshalb wird der folgende Weg eingeschlagen: bei der An-
ndherung von Ion und Atom wird das letztere durch die La-
dung des Ions polarisiert. Daraus ergibt sich ein (an-

ziehendes) Wechselwirkungspotential (s. [7])

x-elt

(P(ﬂ G oy /

o{ bedeutet dabei die Polarisierbarkeit., Dieses Poten-
tial wirkt durch seine Anziehung so, als ob sich der gas-

kinetische StoRquerschnitt vergrdRere.
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Zur Berechnung der Querschnitte dient nun mit obigem
(P(T\ das aus der kinetischen Gastheorie bekannte
Sutherlandsche Modell filir Teilchen mit schwacher gegen-
seitiger Anziehung beim StoR, Diesem Modell liegt eine
Idealisierung des gesamten Wechselwirkungspotentials

zugrunde, wie sie aus Skizze 4 hervorgeht.

K0
Skizze 4 12 r->

7

Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in [81 und

[o]

Der totale StoRquerschnitt 51:;4§01I\(1S1 lautet

nach dieser Theorie:

-‘T( .

0 = ’K'd:; t

L

= 30 -
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d12 ist die Summe der gaskinetischen Radien der StoR-
partner d12 =1y + r,.

2
e B
m * bedeutet die reduzierte Mase m* =z ——%
myt m,

und vrel die Relativgeschwindigkeit der Teilchen.

d12 wird hier gleich dem gaskinetischen Radius des H-Atoms
gesetzt] denn der Protonenradius kann gegen diesen unter-

-13 cm) .

driickt werden (Nukleonenradius: 1,4 s« 10
Aus Landolt-Bérnstein, 1. Band, Teil I, S. 325, entnimmt
man fir den "Wirkungsdurchmesser bei sehr hoher Tempera-
tup”. fip- H:

2,39 » 10”8 cm

oder d,, = 1,195 « 107" cm,

12
In demselben Band, S. 399, findet man filir die Polarisier-
barkeit

o = 6,64 + 10725 cpd

Es ist fraglich, ob diese Werte auch unter den vorliegen=-
den extremen Bedingungen (Temperatur flir d12, {-}5 -Feld
fir ol ) gelten, aber in Ermangelung besserer werden sie

. . -24
eingesetzt, Mit mex m o,

= 1,672 « 10 g und
e = 4,803 + 10”10 EsE Hyird

-3
q/umz = Lr"fké-w““% 8'14' i
o=

(33)
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Fir den Impulsaustausch braucht man den Querschnitt

o = _(G‘(/U (4* cos/{) alf)

Im Sutherlandschen Modell ist er gegeben durch

=k 2aeenOl0n
~ a Uy

mit Zahlenwerten wie oben:

324910

e

G fom® = 418610 +

SchlieBlich ist fiir den Energieaustausch noch der

. : : 3 ;
Querschnitt G} = S GYI\'“““,I df) erforderlich.

Er wurde (in enger Anlehnung an [9]) berechnet 2zu

2
. 2 2 2o e 01956 4
Gé‘ ?'Tl'.'d,1l "' 2 -
d m* 2
1 ‘ET. el
Fir Wasserstoff:
-3
G’/ y= 2,99:1071° 4 3153:10
S v om\L
rel/(ﬁ)

(34)

(35)

In Abb. 5 sind diese elastischen StoRquerschnitte mit

dem Umladungsquerschnitt verglichen.
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Ionisation und Rekombination

Flir ein optisch diinnes Plasma haben Bates, Kingston

und McWhirter (Proc. of the Roy. Soc., A 267, S. 297,
(1962)) Ionisierungs- und Rekombinationswahrscheinlich-
keiten verdffentlicht. Sie nehmen in die Rechnung Photo-
rekombination, DreierstoBkombination, StoBanregung und
StoBionisation auf. Ihre Ergebnisse gelten fiir einen
Elektronentemperaturbereich von 250 - 64 000° K und Elek-
8 _ 1018 cn™3, Die Tabelle 5 fir den

Ionisationskoeffizienten 812 und Tabelle 6 fir den Rekom-

tronendichten von 10

binationskoeffizienten Q21 sind der oben zitierten Arbeit

entnommen,

Fir hdhere Temperaturen werden (ungenauere) Koeffizienten
eingesetzt, wie sie Elwert (Z.f, Naturforschg. 7a, 432
(1952)) berechnet hat., Fir den Koeffizienten der Elektro-

nenstoBionisation gibt er an:
-2 -

(Y %‘% -%.gL.(n.( V;‘:)g (_Zé_l) . e L. G, A

Dabei ist

C, = 2 (empirische Konstante aus der Bestim-
mung des StoRquerschnittes);

L °

0,5 £ £, < 1,3 Faktor zum Erfassen der Schwankung beim

Vergleich des StoRquerschnittes mit
experimentellen Wertenj
qg = 6,6-10-25cm2 Wirkungsquerschnitt fiir Thomsonstreu-

ung,

- 33 =
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} die Anzahl der Elektronen in der

g n-ten Schale und

X“ die zugehdrige Ionisierungsenergie.
h2 soll berilicksichtigen, daR® sich die

Elektronen z.T. in angeregten Zustdn-
den befinden;

62 ist ein Korrekturfaktor zwischen 0,6
und 1.

Im vorliegenden Problem ist }n =1, X, = 13,54 eV,
f2 = 1 h2 wird von Elwert gleich 1 gewdhlt.

Mit X ”.l“/ﬁ7; ist (nach [}o])
. x + 0,3 .
(32 = X—I—TJ— e . 3.7 A

Setzt man Zahlenwerte ein, dann ergibt sich
3 L396-10°- ¢ x5 G, R
S}L/Cﬂn A ;33 ‘ R A S

In der Abb. 6 sind neben den Elwertschen Koeffizienten
auch die Ergebnisse von V.I. Kogan (s. [1£]) und von

16 cm'a) zu sehen,

Bates und Mitarbeitern (fiir n = 10
Im Vergleich mit den Ubrigen liegen die Elwertschen
Kurven zu tief., Da wegen der Verschiedenheit von 812 und
Q21 um mehrere Gr&fenordnungen bei 6 eV schon eine be-
trdchtliche Elektronendichte vorhanden sein wird, darf
wohl 62 . h2(= 3) so gewdhlt werden, daB S

Bates'schen Werte fir n = 1015 - 1017

4 an die
anschlieft, Gerecht-
fertigt ist dieses Verfahren

1. durch die unterschiedlichen Angaben bei den verschie-

denen Autoren;

—_ e




N I
120 7 o
Ionisierungs -
koeffizient
T S, 1070
3 -1
cm” sec
100 1 V.I. Kogan
80 1
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fiir G, = X203
-3 2. e xekd
n :70’6 cm
40 1
20- Elwert mit G,=1
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2, dadurch, daB beim Ubergang auf die Elwertformel
m8glichst wenig Unstetigkeiten entstehen sollen.

Der Fehler, infolge der Dichteunabhdngigkeit des Elwert-

schen 812, ist nicht allzu grof, da die Bates'schen Kur-

15 . 418

ven fir n = 10 10 nahe beieinander liegen, Fir

Te > 6y 000° K wird also dann

Sip 13,2~10-8~ e”Xe x~ 12 p3gect, (36)

Filr die Photorekombination steht bei Elwert:

8'4 s XH 4/’- n .
- \E’éq’ “(wg] Ao

0,6 <'f1 & entspricht f,3

n Hauptquantenzahl der Schale, in welche
die Rekombination erfolgt (hier n = 1)}

0,6 & G, 1 Korrekturfaktor (hier G; = 1)3

g beriicksichtigt Rekombinationen in

angeregte Zustdnde.

Mit lv;lh und f1 = 0,8 erhdlt man:

Qy, [omtmet = #1238 - (22 )5

5 5




Aus den gleichen Grinden wie bei S15 wird g = 2 gesetzt.
Nach McWhirter [1{} miRte noch ein temperaturabhdngiger
Faktor hinzugenommen werden, der sich filir h6here Tempe-
raturen 1 ndhert. Darauf soll aber keine Rlicksicht genom-
men werden, weil der Fehler durch die Vernachldssigung
der Dichteabhdngigkeit und die Unsicherheit in der Theo-
rie selbst in dhnlicher Gréfenordnung wie diese Korrek-
tur liegen dirften. Also ist

Qu [ominec’ = BL¥8- X% (37)

Wegen des Ansatzes (25) fur die Ionisation und Rekombi-
nation muB am Anfang der Rechnung die Elektronendichte
n ¥ 0 sein.,

Auferdem darf man nicht bei zu niedrigen Temperaturen
beginnen, weil dann der Rekombinationskoeffizient viel

grofRer ist als der flr Ionisation.

In einer ©-pinch-Entladung werden wenige Elektronen wdh-
rend des Nulldurchganges des schwingenden'glfeldes durch
das dabei maximale ¢’ -feld (einige kV/cm) stark beschleu-
nigt El] . Sie erzeugen durch StoB mit den Neutralteil-
chen Sekunddrelektronen einer Temperatur von 1 - 2 eV,

In diesem Stadium kann nun die vorliegende Rechnung be-

ginnen.
Eventuell konnte man auch (nach einem Vorschlag von Prof.

A. Schliiter) eine kiinstliche Zusatztemperatur aus dem

Strom fiir die Ionisierung (und Rekombination) einfiihrens

= B0 &




= B6 =

Eine Abschdtzung mit j = 50 k_Amp

- 7 -
vr - vOr = 10 und n = 10

liefert fir die kleine Zusatztemperatur 2,2 103 °x

In den Anfangsstadien ist j und vy aber auch n kleiner,

Die folgenden Berechnungen der Ubrigen Koeffizienten
grinden sich auf einfache Ansdtze aus der kinetischen
Gastheorie. In erster Ndherung werden die schwierigen
Integrationen liber die Verteilungsfunktion durch Einfiih-
rung von Teilchen mit "mittleren Eigenschaften" umgan-

gen, Dieses Vorgehen 14Bt sich stiitzen durch:

1. die groBe Unsicherheit in den StoRquerschnitten
(s. Bemerkung in [1@] y 5.-585)%

2, Man kann in den Bereichen, in denen die Querschnitte
numerisch bekannt sind, diese durch integrierbare
Funktionen anndhern; doch ist es oft unsinnig, damit
nach 0 und = zu extrapolieren, was fiir die Integration

mit den Verteilungsfunktionen notwendig ist,

- 37 =
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3. Die Verteilungsfunktion selbst ist in dem vorlie-
genden Problem nicht genau bekannt, da nicht immer
Gleichgewicht herrscht.

4. Vom gesamten Gleichungssystem aus gesehen ist es wohl
zweckmdRig, zundchst einmal durch Variierung der Kon-
stanten, Parameter u.a.m. festzustellen, welche Glie-
der die L&sungen empfindlich beeinflussenj dann kann

man versuchen, diese (Clieder genauer zu berechnen.

Das Reibungsglied y-(W; - W)

U

Das>€h fsﬂFeld beschleunigt nur das Plasma, so daB dessen
Geschwindigkeit ) von der des Neutralpases W, verschie-
den sein kann. Das Plasma"bewegt sich durch das Neutral-

gas" und nimmt dieses durch Reibung (St&Re) mit,

a) Impulsaustausch durch elastische StdRe

Die Geschwindigkeit von dn Ionen liege zwischen M; und
w_éifdﬁ; , die von dno Atomen zwischen ﬁo und ‘)-oofol@o ;
der differentielle StoBquerschnitt sei d#"

Dann ist die differentielle StoRfrequenz :

d6° i%;* 7—6°| C{'Vl,: 'C(“o

Der dabei iubertragene Impuls lautet:
d.P,: 'YY\*(';‘O;{R "')-OM)"WMI'C(B"CLH; ({'Ylo .

m”™ ist wieder die reduzierte Masse, MWyq = Wi~-MN, )
WQ;I die Relativgeschwindigkeit nach dem StoB

( UOyy- | Moer | ). Bei Kugelsymmetrie des StoRproblems,

was hier vorausgesetzt ist, spielt von ’—6,’,1 - ?T?,d

nur die Komponente parallel zu §5R1 eine Rolle, die

senkrecht dazu mittelt sich heraus,

e BE =




Ist Y der Winkel, um den die Relativgeschwindigkeit
beim StoB gedreht wird und b der StoRparameter
(dG = 27w b(l ) db), so folgt:

dP = m* (4_ CO’J/{)@M G'NI ‘c{n£~0('¥‘lo'2’rtﬁcl,a:,

1

Integration iber bé ergibt (s, vor (3u4))
AR, = M* o Mo Ung 67 (Taut) el g

Statt der restlichen Integrationen lber dni und dno

(mit den entsprechenden Verteilungsfunktionen) wird zu
Teilchen von mittlerer Relativgeschwindigkeit (bergegan-
gen. Die mittlere Relativgeschwindigkeit aus der Tempe-

raturbewegung ist

£ ,,\/s_(fm mf

'hmP ool v

It : m

Dazu kommt die Differenz der makroskopischen Geschwin-

digkeiten
QO; i N%

Im vektoriellen (mittleren!) N,y mittelt sich der Bei-
trag der Ziwmp heraus, also

Vo = MWi=MW, = W-H, *[%7}53]

Fir den Betrag aber erhdlt man

—

Unep = V'C*ﬂl“r F0 2 Ky M

(T Ry el

it

™
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Der Impuls nimmt dann die Form an:

P _ x \[ 8(RT. , AT, - "1---(‘0';‘)0
4 St VN(W +W}) H0Rl o, Gyl (;{()39)0)'

b) Impulsaustausch durch Umladung

Bei dieser Art von StoBen wird der Impuls der beiden
StoBpartner einfach vertauscht.Von der geringen Anderung
des Winkels Yy beim Stof kann man in erster Ndherung ab-
sehen. Der iibertragene Impuls ist dann gleich der Dif=-
ferenz der beiden urspringlichen Impulse. Die Bezeich-
nungen seien wie in a)j; dann ist die StoBfrequenz gege-

ben durch

QM(U“U TP clm; - clm,
und der Ubertragene Impuls
AP s (e - M) Q) O i i,

Durch dasselbe Vorgehen wie oben bekommt man schlieflich

l

Pl =(Wu?0; "WloWo)'V\'ﬂo' QM(U’J)V%(”I ;“T) |w lil (40)

m

=m_ = m ergibt die Summe von (39)

Mit m. = Mpy % My o

und (40)

y-(0,-,) =

= no-ﬂ-(% i Q“)m\[g(g ff%) | 'x(“)
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Koeffizienten fiir den Energieausgleich

Das Problem des Energieaustausches zwischen neutralen
Atomen und Ionen behandelt A.M. Cravath [13]. Alle
Teilchen sind bei ihm glatte, elastische Kugeln ohne
(anziehendes) Wechselwirkungspotential mit Maxwellscher
Geschwindigkeitsverteilung fiir jede Partikelart. Er er-
hdlt fir die Energie, die pro sec und cm3 abgegeben bzw,

aufgenommen wird:

AE ) X\FZ—}? NN, Ctﬂ_ ' &3/" ’(’W\L ‘r’W\o)-Z)(

c{mem (m T m TP (T-T,)

Es gelten dieselben Bezeichnungen wie in den vorausgehen-
den Abschnitten.

Hier soll jedoch der StoRquerschnitt nicht - wie in (42) -
konstant sein., Mathematisch lduft das Verfahren zur Ver-
besserung von (42) darauf hinaus, den Querschnitt (T(Gmd)

aus einem Integral
oQ

AE ~ [ 6(0na) GO+ ) dibaeg

0

( 6 G ist eine Funktion, die wegen der Konvergenz des
Integrals fiir izni'% =>a nach Null gehen muB), heraus-
zuziehen, mit einem mittleren Ul als Argument. Bricht
man die Integration dort, wo der Integrand praktisch ver=-
schwunden ist, ab, dann darf man nach dem Mittelwertsatz

der Integralrechnung G mit einem mittleren Argument vor

- 4] =
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das Integral ziehen. Es ist natlrlich nicht gesagt, dak
dieser "mathematische Mittelwert" fiir 'G;d gleich der
mittleren Relativgeschwindigkeit (38) ist., Aber das ist
gerade die Ungenauigkeit, die mit der Einfihrung von
"mittleren Eigenschaften" aus den oben erwdhnten Griinden

zugelassen wird,

Schreibt man den Cravathschen Ausdruck um 1in

A - ey mon [R5 E) - mme )

, (Mt my?

~

f

so erkennt man in f sofort die mittlere StofRfrequenz.
In diese werden nun unsere mittleren Eigenschaften ein-

gesetzt:

A - otodmn-[Z[EE L BT) s ronl” »

(1% 'W\l

(43)

“ qlmi.w°~z (&I'&T»

(m;+m,)

a) Austauschrate ’R(&T; . V%T;)

Filir elastische St6Re zwischen Protonen und Wasserstoff
folgt aus (43)

- y
AE[ A GE(UM)'n'nD \(%(%‘ f%) +’W;'W0|L X (44)

oy s




L

Bei den Ladungsaustauschstdfen wird die Energie der
StoBpartner ausgetauscht. Flir "mittlere Teilchen" ist

dann pro Stof
AE, = 3 (AT -AT,)

und die StoRfrequenz

o+ Oulua) o, [ETEE BT Tl

T\ ;

Daraus folgt fir die Energieaustauschrate

jw

JE, -3 -0, fva) mom |~ {RT-BT) e

Die Summe aus (u44) und (45) ergibt endlich

R AT, -RT,) =

(46)

=n-n°'((’\e fGM>V%(%\E f.@’v_“[a) ! lwi-w‘,ﬁ' x

| : 0

x (BT BT,) .

- 43 -
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b) Austauschrate ol( hTe - 61;)

Auf Elektronen-Atomst6Re angewandt, liefert (43) mit
dem Querschnitt QO aus (31)

o (AT, - RT,) =

E pny 1
= Qo"V\-’Vlo ) 2)1,}5“103. V’_g_ &e 4 |')Oe_w°|z X

Dabei ist I}OQ—N)OI = "}0 ‘jt%ﬁ ’-7'0‘,\ &

c) Austauschrate 35 (ATe- &m-%eq

Die Relaxationszeit teq fiir den Temperaturausgleich zwi-
schen Elektronen und Ionen ist nach L. Spitzer [14]

mit Zahlenwerten (fiir Protonen):

3
20 &Te/m )/L

- 4l -
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Dabei ist

_A_-.

3 (AT)E
2‘83-V“m-n '

mit Zahlenwerten:

VYL 4o (&Te/ma)% (49)
)

Der elektrische Widerstand 7
C

Durch Gleichung (23) war 'Q.d definiert worden als

. , | AP
Mg Anome o ome AR 4R

/nl.el e-m; -n n-e

LSP; war die Impulsdnderung der Ionen durch StéRe,
Ape entsprechend fir Elektronen. Bedeutet ’Pgo den

Impulsaustausch zwischen Ionen und Neutralteilchen (ent-

sprechend . " T% ’ 7%; ), dann kann man aufteilen:

APL = ’pio t Fe f 'no'n'sﬂ..mi Wy - ’V[L-QM-'VV!; W

und

ZSFL - T%o t T%L % 7%'71-$vaheju% - 711-(214'7W6-W%

- 8 o
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Da Pei = - Pie ist, folgt (mit Gleichung (25)):
: ™m . 1 M\ P
. = 'n-'Yl .._-....__.__..__e ——— + —< ‘ .
1 oM el 4 t e (4 W;) ei

(50)

- "'m"'_"e : ’Pio t L ’pe

n-e-m; n-e

m

Vernachldssigt man im zweiten Term Eg gegen 1, so er-
i

kennt man sofort die Spitzersche Definition des Wider-

standes eines vollionisierten Plasmas [ 15] .

Fidr Pio und Peo werden Ansdtze gemacht, wie in (41)
bzw, (39): .

Ro= = mom-m (o, |( 2+ Q) (i)
und

l U*Jeo\' (lo '(708'}Hk)

- 4p =
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Der zweite Summand wird gegen den ersten klein sein
1. wegen der Differenz in der eckigen Klammer,

2. wegen ['}0;-—"06[>> ;- W, |

Er wird deshalb wegpgelassen.

Setzt man dann fir 'UMJeai ein,
,ij v 3R,
we

*NRWWCQ1;

so erhdlt man mit n, . Q
el

die von A. Unsdld [16] verwendete Korrektur des elek=-

trischen Widerstandes fiir teilweise ionisiertes Plasma.

In unserem Fall folgt aus (50):
- n ™m
e S‘l'L

e n . .M, 4 (51)
= 22 o3t Qo U Teeg 4 g, (S

wobei nach Spitzer (senkrecht zu starkem Magnetfeld)

met et A
28 T)% . 0,58 16

(2v]
f‘\r'\

TC
713& 2

mit A aus Formel (u9),
Mit eingesetzten Zahlen, in ESE:

%

ql/ESE ¥ 4;4?8‘“)‘31'%-/\-'(&1/“3) t (52

P

L% |

=

-Y,:—le '3'%‘8 '10‘?{517_/%3/%54 t Qo/wv\

i1
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Wdrmeleitfdhigkeiten

Die Wdrmeleitfdhipgkeit Ko des Neutralgases wird wieder

berechnet nach (korrigierten) Formeln der kinetischen
Gastheorie, was nach Finkelnburg und Maecker El?] Zu-
mindest in der Physik des Lichtbogens "sehr braichbare
Werte" liefert.

Als Ansatz dient:

Ro':i’Y‘loUuo_g:_.

&' eo (53)

Vs ist die mittlere thermische Geschwindigkeit und lO

die freie Wegldnge fir Neutralteilchen. Bei ihrer Berech-
nung werden Atom=Elektronen-Stdfe wegen des geringen Ener-
gieaustausches gegeniiber Ion-Atom-St8Ren vernachldssigt,
Dann gilt:

(%x> = StoRquerschnitt Atom-Atom,
Qoi = StoRquerschnitt Atom-Ion,
Poj (j = oy, 1) sind die sog. Persistenzen (MaB fir die

Beibehaltung der Geschwindigkeitsrichtung iUber einen StoB
hinweg), die dargestellt sind durch

p o me = 02 my
°d VH°'+¢MJ

- 48 =
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Fir M+

schon zu

= My ergibt Poj = 0,4, Qo ist bei Formel (33)

Qoo = T+ 2,39 « 10 cm

angegeben worden.

Bei QOi sind elastische und Ladungsaustauschstdfe zu

beriicksichtigen:

Gy = Oz (Und,) + Qlvaety,)

Folglich gilt:

(54)

Rozzs(a‘—&O '&@I&' /1
n 2T m, \[‘i‘.()&(?r-l}ﬁl'id%‘r%(ﬁe*aun

Statt der Eucken-Korrektur 5/2 in (53) wurde hier der
von Chapman verbesserte Wert 2,56 eingefiihrt. Nach Zusam-

menfassung der Zahlenwerte gewinnt man schlieflich:

b 3,»_01%— _ 4800 - Pl (A ) .

Die Wdrmeleitfdhigkeit Rp; der Ionen flr ein Plasma ohne
Neutralgas berechnete H., Fisser (I.P.P, Minchen-Garching) zu

I 5 -hT A 1 ) 58
A R A IR,
ot

> U0 -
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wobei
oo [T BRI
N A W)
X 3 (FLTL)% m )

Die Korrektur fir das Neutralgas wird nun nach (53)
folgendermafen hinzugefiigt:

5 . Z
I{Lz__.'n 8&-,—1. V;L
4 T - M n(ng fCL'QL'e) t Ylo'Cg-Q-

Lo

oder, wenn flr Cy die Korrekturfaktoren aus 1o eingesetzt

werden:

Aot Mo L0 g VT (6e+Q) & .4 [§ AT\ 2
Ry N‘Plaw\ar n 0,8’\]7:(5 u)Sﬁ(’”‘f )

Fir RPM4M wird das Fissersche RPL gewdhlt, so daf
ma

. -4
TA&’ 7}9. ¢ A 056Y (e q,). (m)yse)

[}
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Die Wdrmeleitfdhigkeit der Llektronen Ke soll nach dem=-

selben Schema verbessert werden. Fiir vollionisiertes

Plasma gibt H. Fisser an:

= ZS'ne'&Te . h 4
Rpc 1 7 'mc./ljt_z_g__wl) (57)
A(42-9)  px

mit

L=+ 2 - ity

X - Q'WZ;? : 634 . @Wl./L.‘ Ne

3 (RT )% m ™ ’
o = ~§- s Bi
m, ¢

Da man in diesem Fall die Persistenz nach [ 18] durch

die Formel

7) n o Re oy e
€ m, +m, m,

ausdrickt, erhalten wir fir die korrigierte reziproke
Leitfdhigkeit:

=

AN
A
=

g ‘Qo(vﬂico)'ojsou'(@)-% (58)

o
T
g
>
3
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Zahlenwerte flir Wasserstoffplasma:

o AT+ 0,455

|
\_:\w

o<
c.
)

3,573 3 10°. B, [T

=

o

=
()
i

5,893 1075 L A foud- (AT, Jong)

g,

4,759 107 B, Jp [T .

Reibungswdrme r( W, =MW )2

O

Die aus der gerichteten Bewegung resultierende Erwdrmung
der aneinander reibenden Gase wird nach folgendem einfa-
chen Modell berechnet: Ein Ionenstrom bewegt sich mit der
Geschwindigkeit W;- N, durch das neutrale Gas. Dabei
wird durch St6Re Energie Ubertragen. Es muR also zuerst

der Energielibertrag pro StoR ausgerechnet werden. Da aber
nur der thermische Anteil des Energieaustausches gefragt
ist, muR vom gesamten Energieaustausch die kinetische Ener-
gie der gerichteten Bewegung nach dem Stof wieder abgezogen

werden, Vom EinzelstoR her gesehen, heift das, daB® nur die

- 52 =

) 3 -
1,3%82 107t LM foad - (AT [eng) * 2]




Komponente der Geschwindigkeit (nach dem StoR) berilick=-
sichtigt werden darf, die senkrecht zur gerichteten
Geschwindigkeit liegt, weil sie durch den StoB filir die
gerichtete Bewegung verloren ist. Dadurch sind Ladungs-
austauschstéfe (in der hier verwendeten Vereinfachung!)
von vornherein ausgeschlossen, weil bei diesen keine

senkrechte Geschwindigkeitskomponente auftritt,

Der Energieverlust eines Teilchens beim elastischen Stof

ist - W, sei die Anfangsgeschwindigkeit -
- M ¥ 2

Die Geschwindigkeit W' nach dem StoR ist allgemein ge-

geben durch:

W = Wy + 22— (29, P) P

M+ m

4) soll der Einheitsvektor in Richtung Atom-Ion bei

ihrem kleinsten Abstand wéidhrend des StoRes sein

MNM

(s. Skizze 5).

Skizze 5
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Die bentétigte Komponente senkrecht zu W, ist dann

Wy = 00 = (0 ) et

Zundchst sei die Rechnung fir die neutralen Atome (mo)
durchgefiihrt, also fiir ?OA = 0, Dann ist

m I8
Ag,y = T2 W

und

W) = 2o | (0 )P = (0 F)(P ot ) Mt

das heifdt

o % ’q L — 2
A£°_L: ?(x*m)l-(wﬂ-@)-(/l Coooé> :

t [

Einen dazu ganz symmetrischen Ausdruck gewinnt man fir

die Ionen (mi):

omE. 2
A fiﬁim} (0 £ 4 o]

Bei gleichen Massen m; = m_ folgt daraus, daB

AEO_L= AE":.L = AE_L

- 5l =
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Aus Skizze 5 sieht man, daB
2 .
(el = ”i(/!—wc,{)
ist, und somit

2

AEJ_ = :V_.Z_ - Uset .% (4-—(,0’)/()(/1 +(_o'al) -

]

(-, oy

Multiplikation mit der (halb-)differentiellen StoRfre-
quenz ergibt:

= ™M o C0\E Aty Mm-n - :
AES 2 (10-%)7 ity ol 6 M Unet,

Die restliche Integration iliber den Stofquerschnitt fiihrt

offenbar gerade auf GE aus der Formel (35).

Insgesamt also:

T (; w)z?-qb nm, V,L AT ﬁT)’rlw-?Mx(sg)

X (wi'wo)l

- 55 =
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VI) Zusammenstellung des Gleichungssystems

In diesem Kapitel soll eine Ubersicht tiber das vollstdn-
dige Gleichungssystem gegeben werden, wie es zur nume-

rischen Auswertung gelangt.

a) Kontinuitdtsgleichung fiir das Neutralgas,
nach den Formeln (5), (25), (36), (37)

IM,

A
= = U Fr T e G (TVer) -
cop

dn,

ot (60)
2
‘rno-n-SQ Tt . .
b) Kontinuitdtsgleichung fir das Plasma,

nach den Formeln (11), (25), (36), (37)

In p A 9 )

N L0, 22 - AL ()

9 T o T T (61)

c) Impulsgleichung fir das Neutralgas in r=-Richtung,
nach den Formeln (8), (25), (36), (37), (22), (26), (u41)

gU 0 Uor Ay A .2 n AT )+
'B{mzﬁvw o t Vg N, M, ?T(o )
g L (%Z-Q M -+ )(U -V ) (62)
a'mc. 24 Y T .

= B6 e




d) Impulsgleichung fir das Neutralgas in(? -Richtung,
nach den Formeln (8), (25), (37), (22), (32), (31),

(34), (38)
9 Vs
Dati SV G = L Ul b
Y| )} ' (63)
o v {

+ m-n["m. |Unel ;| ((3} ' Qu\) t WCIUM"CO)QJ§ ~

=M e o JCF‘{lUerc"Go = \Uﬁdiol'(% *a“)} .

Y\o'm'e

e) Impulsgleichung fir das Plasma in r-Richtung,

nach den Formeln (14), (22), (25), (27), (36), (u1)

rDUfr - DU‘T _/_L 4 me _/,1_ L .
ot Ut 3T P Vet m;-m-e* T dv
(64)
A4 9(mAT, +mRT,) PR I B
nm 9T nm 9T

- T (it ) (Ut

= B




- BT

f) Impulsgleichung fiir das Plasma in cf’-RichtungJ
nach den Formeln (14), (22), (27)

v U
4/ ~u,r(§,r - UT.U%, - (uq,—uo?).zno.gu,u

ot

3~

+’h L!U’Nf._o' —Q ’rau) L ,U’Nfeo Q Z—"—‘—]}

(65)

—|Unet col'(% *Gm} 'J‘r .

In z-Richtung wirkt keine dufere Kraft, so daf die Ge-

schwindigkeitskomponenten in dieser Richtung nicht be-

trachtet werden miissen,

g) Temperaturgleichung fir das Neutralgas,
nach den Formeln (15), (25), (28), (5u4)

RT) e 1.9
TR Tl ?(m'?'%(m‘") #
(66)
.44 2 (v ) 4 g2 4T
3 m, 2 'a'r) R R AL




h) Temperaturgleichung fiir die Ionen (H+),
nach den Formeln (16), (29), (56)

5
IS % -%; (W;'Wo) ;

i) Temperaturgleichung fiir die Elektronen,
nach den Formeln (17), (25), (30), (58)

AT

i
t
&
)

bT) 2 (g7).
3

(67)

(68)

N -2 .

- f;‘m AT) - L L (AL -RT,) +
¢ 9 B\*

tn (-ﬂ'afrz) ’

- 58 -
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k) Gleichung flir das Magnetfeld,
nach den Formeln (24), (52)

49 [rm-e? DBi) S
b li (_JL_W .

Insgesamt liegt also in a) bis k) ein System von zehn
partiellen, gekoppelten Differentialgleichungen vor
fir die zehn Funktionen:

no(r,t), n(r,t), Vor(r’t)’ VO (r,t), Vr(r,t),

i

Bei gegebenen, geeigneten Anfangs- und Randbedingungen

kann man, wenigstens vom Standpunkt der numerischen

(Differenzen~) Rechnung aus gesehen, eine L8sung erwarten.

=00 =
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C) Numeriséhe LOsung des Gleichungssystems

I) Einheitensystem

Die Rechenmaschine IBM 7090 kann nur mit Zahlen aus dem
=38 pis 10%38

daher gilinstige Einheiten wdhlen, um bei allen m&glichen

Bereich von 10 sinnvoll arbeiten. Man muB
Zwischenrechnungen diesen Bereich nicht zu verlassen,

Das dem vorliegenden Problem angepafte Einheitensystem
wurde von K.V, Roberts (Culham Laboratory, Culham/Abingdon
(Berks.)) angegeben. In der folgenden Zusammenstellung

sind die neuen "Maschineneinheiten" mit dem Index "M 1"

versehen,
. . +16 3 ""3
Teilchenzahldichte: Nyq = 10 Teilchen °* cm
Masse : mgy = 1,65975 » 107°%+ 10%% A Gramm
A ist das Atomgewicht der physikali~
schen Skala .
Ldnge: lM1 = 1 cm
_ -6
Zelit: tMl = 10 sec
: 2
. - (KT, -12 cm
Temperatur: TM1 = (m 10 )
sec

m bedeutet die Atommasse, Vom dem in erg oder eV angege=-
benen Ausdruck kT gelangt man dann zur "Maschinentempera-

tur" T durch:

Masch

_,:mcc. 5 0,’9(;\544 : (ﬁT)eV

S % (a7
1,65 915 A g

S
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Magnetfeld: Die Alfvéngeschwindigkeit

B

legt die Einheit fir B fest:

Bm’ V t e o Uni

b

[ qesmrs A’ 400" Gaup

< 0,456% YA AT,

Auf diese Einheiten sind im folgenden alle Gr&Ren be=-

zogen, wenn nichts anderes ausdricklich angezeigt ist.

i -G e




II) Differenzengleichungen

Bei der numerischen Behandlung von Differentialglei-

chungen wird die (rdumliche) Koordinatenachse darge-

stellt durch eine Kette von Punkten rs (§ = 1,

.Q‘ON).

An diesen Orten sind zu einer Zeit t alle Funktionen
A(r,t) als Vektoren A(rj,t) bekannt, Gesucht sind die
A(rj, t + At) zur Zeit t + At. Die {iblichen Abkiirzun-

gen sind:
Ay fir Alrg,t)
(J = 154460.N)
ﬁj fir A(rj, t + At)
~ " T
Aj fir A(rj, t + ‘%—)
/\' /\_
XAJ""/L xAj‘*%
Vi_ 7. .
WY/ L L‘Q é‘f/f‘f/
K Nl
e Ajﬁ-—-—>
i Ut G T G
Shkizze 6

{ +A¢

t + 5L

®« 63 =
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a) Explizite L&sungsmethode

Bei diesem Verfahren werden die Differentialquotienten
einer Gleichung derart durch Differenzenquotienten an-
gendhert, daB® man nach der Unbekannten‘ﬁj aufldsen und

diese sukzessive - flUr jedes j einzeln - berechnen kann.

Die Kontinuitdts- und Impulsgleichungen (60) mit (65)

sollen auf diese Weise geldst werden,

Die Ergebnisse der Rechnungen haben erwiesen, daB 1JY
und Uo? sehr klein sind; deshalb wurden sie aus den
folgenden Differenzengleichungen der Einfachheit halber
weggelassen. Damit ist auch der Index "r" in U, und

Uoy Uberflissig, so daf jetzt gilt

Up=U  und  Upy = U,

Es ist zweckmdfig, fir diese Geschwindigkeiten ein ei=
genes, verschobenes r-t-Netz zu verwenden (siehe Skizze 6!);
denn erstens miiRten diese Grofen besonders hdufig gemittelt
werden, und zweitens stellt es sich fir die Berechnungs-

folge der verschiedenen Funktionen als vorteilhaft heraus.

Um numerische Instabilitdten zu vermeiden, bediirfen die

Ausdricke D . Qﬁ& einer besonderen Behandlung. Hier wird
0
das Verfahren von R, Lelevier [1@] angewandt, der sie

ersetzt durch
(O liéi—é&Pﬂ wenn U 20
d Ar ) d

und an liyﬁ—:4ﬂé- , wenn UJ {0

- B4 -
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Aus Gleichung (61) gewinnt man ( %(UJ +GJM\): . UJ*%_)
|(PRY) Ny-1 et
_A’/L ;| 3 i -
A | B 1 P Vi 20
Wi, = My _ ). "
At W oy, Foin <
% fun Ugyy L0
Adf;«l J‘i/
_n@% t 7’1‘}'4,4,‘ ,;1 N IYVAUTY \'TT} & - (70)
2 % Ajsa
— Ry O, F A (Mo, R 4T )
e e TG T U0 T, T T ) M,

Diese Gleichung kann man nach Gj+1/2 auflésen, wie es
fiir die Neutralgasdichte aus (60) in der folgenden For-
mel schon geschehen ist:

N ~

- A 11 Tisa Yoipa = Tiles . 4 ( -
.. (-_,f_,____, 1 20fia “Tilop Ay, ()=
Ojt4 \ At 2 'TJM,l UAJM 2 I Ty
'n°1t4’. ~ Noi-4 y % >
~ LA‘]'M.I PAN Uo‘]“’ “O
= - Uo(j.‘q/l ‘ o ‘f‘
n =g e Do, L0
A'J.*;’L
A
* %J*"/z %JV',_ GQ"JW N (71)
1Y Ay s A A
_M°~4{L.L.M$+i e
ML T g, Ajta 2 g At
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Die Impulsgleichung flir das Neutralgas (62) geht

Uber in:
U"j = Uojos F\fvv Loy >0
(i’rrr—@J‘.)Go' = = Do 4 | 4.7
At 2 J d
Umu‘Um h 5
0
AJM , FM od(o
- 4 : “°J*‘f;7°:’"*‘a = Mojos, - oy, +
71034 f"ylo % AJ'H,
(72)
R A [
+ (M _ZJ)UOJ t Zo(u“oJ) .
Dabei sind die Koeffizienten von ( U;- Uery ) aus

(62) zu rb bzw,. rbp aus (64) zusammengefaft.
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Gleichung (64) liefert:

(4 i) G = -y

t M 28510

__/L( Bﬂ‘”& - Bd"}'r.
’TJ (nij t 'na-n,l\ ) AJM/L

B + Bin B -Biw | pyy
Ny, + Nyoy Ajwl 2 J

.LGOifUOA) A v —
w(%pj - + g

2 . [ ‘nd“’t ( 7?1' % t 7;‘9‘&) —nj"’i. (Ti:i'%. fgl

’n«j*"a. t Ny, Ad“’z

+ it Qldw,_ Ny, - Qla Y ]
Ajsy,

= B o




Der letzte Term in der eckigen Klammer riihrt her von
einer kinstlichen Viskositdt, die J. von Neumann zur
Behandlung von Stofwellen eingefilhrt hat. Niheres dar-
Uber ist in [20] wund [21] 2zu finden. Ist L die Lédnge,
Uber die die StoRfront auseinandergezogen werden soll,
dann bedeutet

L fien L 1 L " .
o L‘(M07=L'<%9%))'Pm o v 0
0 ,phow;u;o.

b) Implizite L&sungsmethode

Enthdlt eine Gleichung Diffusionsterme (zweite Ableitun-
gen nach der Ortskoordinate), dann k&nnen in der zugeh&-
rigen Differenzengleichung nicht nur ﬁ}, sondern auch
25_1 und ﬁj+1 zugleich als Unbekannte auftreten. Man ist
also gezwungen, ein System - fir alle j gleichzeitig -

zu 1l8sen (implizite Bestimmung von ﬁj!). In [22] ist
dazu ein Ldsungsverfahren angegeben und diskutiert:

Man kann die betreffenden Differenzengleichungen stets

auf die Form bringen:

(74)

=

A A A .
- K3 .AJ.M f‘LJ Ao “MJ"AJ'__,] ) e
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Kj’ Lj’ Mj und Nj sind aus bekannten GréfRen zusammen-

gesetzt. Man sucht nun einen Satz von Grdfen Ej und F.
so, daB

N

Aj - Ejfad” de , (75)

Fir j = 1 folgen Ej und Fj aus den Randbedingungen. Bis
j = N-=1 gelten dann folgende Rekursionsformeln:

E- = uﬁ )
\ Lj - f’la’ ~EJ;4

= i) <

. M. . T
‘P o Np o+ My B
J LJ o= MJ 'tJ.‘,]

A i . . R
AN 1st wileder durch eine Randbedingung festgelegt. Somit
kénnen zuerst die Ej und Fj von j = 1,., N=1 ausgerech-

net werden und darauf von j = N bis 1 nach (75) die ge-
suchten ?\j .

Flir dieses Verfahren wird nun Gleichung (69) vorbereitet:

Byh“B@%

" N. >

A B ~ Adﬂ/L ) FU/' 1’0*‘/1 —O
_—Ejik_ jHr,_ & _ J N <
14
A{ L :B‘,H;‘L ~ Bﬂf‘/L #&n G ‘ ( O
\ AJ* 3, ' %
(76)
- (Bd“’ " Bj”'a.\ 1 Tisa Va4 T UQ +
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3 A A\ A
S A ¢* , *j*4ni«4(3.i13«;'331‘1) o orima(Bisa - Bis)
2. Tis, G AJM : AJ”/,_ Ajin .A\’-“,L
(76)
+ 1.4 ¢t : Visa Ngaa ( B.’]*l _ B‘jf‘/{
2 TJM’L L‘M‘( AJM 'A\jt'&,’_

——

'TU{-'QJL'(BJWL - BJ'-"/..} }
A\;)M ' A\j“’). ‘

Sammelt man nach dem Schema (74) alle zusammengehdrigen
Glieder, so folgen aus (76) sofort die Kj+1/2’ Lj+1/2’

M und N.

341/2 j41/2°

In der folgenden Gleichung fir die Neutralgastemperatur
(aus (66)) werden diese GréBen gleich angegeben, wobeil

zur Abkirzung eingefihrt wurde:

A-t-2 Bt f

3 M, / To m, !

L & oo T A A
= KSM,L' Id-*% t LJ"/L. IJ?‘/ - Md”’z. 5 = th“’z.' (77)
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c) L&sungsmethode nach H. Fisser

Nach einem Vorschlag von H. Fisser (I.P.,P. Minchen-
Garching) wird aus Griinden der numerischen Stabilitdt
zur Berechnung von 'TE und :c der folgende Weg be-
schritten?

Die Wdrmeleitung spielt keine sehr bedeutende Rolle. Sie
wird folglich aus den Gleichungen zundchst weggelassen.
Die beiden Restpleichunpgen werden dann als System ge-
wohnlicher Differentialgleichungen simultan gel&st.

Also folgt aus (67) und (68)

od e . o T, +/3TL )
ol t

!

(78)
dli . T, +pT te
dt
Mit den Abkirzungen:
| - n,
AE=£—9.A, ;o B3 B, ,-RJ ﬁ..Ro ;
Cl
Wi = M
bedeuten dabei
ol = & . LR Tret Udia TV _
= e 9 A
3 T e
n 1
Nodign leom/L).S —-(—-\) - AE .
( 2 “J“’L {‘1 AES e )
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A
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2 A4 TpaUpa =m0 .
S G L L A T
3 ’TJM/L A\j'M J*/l
?:.*m/LfTO.' . Mojis, + Mojas,_. -
4 R]J“/z +< § - M‘)'[BJJ”’er*_JH— S“-j“/,]
Jigin=Jij Jig v Ui, >0
Y - ) J-M,L L
— Uj*,q/l' AJ’M/L
T = Tl: 4 s 0y s
—"T}isi—A——w}’-ﬁ ] f"‘” UJ#'}L L0
It

l,‘ und )‘L sind die L&sungen der charakteristischen
Gleichung

Da stets (22 S0 gilt, ist ,24 *’ll i

& 76 &
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Flir jede Stelle rj+1/2 sind dann die LOsungen des

Systems (78):

T - (L -c)le - BT0 Lt

( i
(1,-1,) c
+ (OL"I-'l)'T; */37’: , elZAt +
(ll.-ln)
(L-2)-§ - f ¢ et g
' t
(’lL—’l4) 14
(ol-1,)0 + s eldt_4
+ -
(lL'l1) 12

“2) T -R-T: X, -
ﬁ(lL—la)

=i

podad) T ABICohel () gy

B( lL°lw\
2, At
(L=<)S8 ~Re [y _ N €' -
LTI W v el M e
2,4
p Ao tRe () g) € =i

(1,-2,)-R 1,
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Fur l,, oder 1L=O sind die Ausdriicke
1; At

e =
e

Diese so gewonnenen Ti und Te werden noch in W&rmelei-

zu ersetzen durch A4t (i = 1,2).

tungsgleichungen

CRERE T Laak AL

eingesetzt., (Alle lbrigen Terme von (67) und (68) sind

schon durch (78) vorweggenommen!)

Durch L&sung von (79) nach dem impliziten Schema kommt
A

man auf die endgliltigen Temperaturen T. und T

154172 ej+1/2°

IIT) Randbedingungen

Der duRere Rand wird an die Stelle In4q/9 der innere
nach ry verlegt.,

Innen ergeben sich die Randbedingungen aus der Symmetrie
des Problems und der Stetigkeit der Funktionen, so daB

= A (80)
Ay = Ay

fur T., Te’ n, n ( U?’ U°Y ) und B, auBerdem

o’
Ilrh =0 umd Vorlp = o .

Flir die implizit geldsten Gleichungen folgt aus (75)
wegen (80)
E_1/2 =1 und F_1/2 = 0 3

- 77 =
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somit
= ) Ki/2 - o Ny
- - 9 = - .
172 = Ly o= Myyy 12 = Ly- My,

Am duBeren Rand werden die Temperaturen konstant gehal-
ten (siehe [23] ) I

Die Geschwindigkeiten in r-Richtung sollen bei LT
verschwinden; (die in q7-R1chtung wurden bel TN41/2

Null gesetzt).

Die Dichten sollen bei einwdrts gerichteter Bewegung ab-

fallen wie

A ~ cowA - At
/nun,l = ('nAM«L = Mim ) C LA

Bei entgegengerichteter Bewegung lassen sich die Rand-
werte aus den Kontinuitdtsgleichungen ermitteln. Eine

genauere Diskussion dieser Randbedingungen findet man

in [21] .

Bei der folgenden Berechnung von Brand (= By+1/2 °© BR)

werden elektrostatische Einheiten verwendet.

Das Induktionsgesetz liefert

R %

C
0 R
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7
u

Spule

Skizze 7

Die Skizze 7 erkldrt die Bezeichnungen. Mit den weite=
ren Annahmen:
1.) B hdngt im Glas nicht von r abj;

2,) Es gilt BR'l = 5.3!. :] (aus Mlg" "—'(—_'"-'J)

mit 1 als Spulenldnge;
3.) Am Rand gilt Gleichung (23);

folgt eine Formel, wie sie - in etwas anderer Schreibwei=-

se - schon in [2{] verwendet wird:

1 N A S ¢l g La ¢-0 1
_E']T(RSP R)BQ \/(.+('_,K QBR +-C_;GBR

(81)
- - DB = g_’—-n——R—' .
PR (& Bl - T e Be
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Aus der Kontinuitdtsgleichung fir den Strom gewinnt
man

Mo LYl TR

Aus der zugehdrigen Differenzengleichung

A | A
\Q,"Vé g c-¢ i JSR *:BR

~
1ldRt sich c’Vc (fiir einen Zeitpunkt zwischen t und

t+ A t, wie in (81) erforderlich!) berechnen:

A

N
3 = _.VL +Ve - ¢t @ - At 3 )
¢V, = ¢ S et g (Ba+Bg) t ¢V

Der Term (OQ:B ) wird ersetzt durch
o7 /R

‘BN"‘/L f BN"’/‘L . B""’/]_ . BU'Aﬁ.
2Dy,

Da die Hilfsgrdfien Ej+1/2 und Fj+1/2 - wie in II b er-
wdhnt - von der Achse nach auBen berechnet werden, also

E und F bekannt sind, kann man die zusdtzliche

N-1/2 S N=1/2
Unbekannte B eliminieren durch
N-1/2
B B T
I - : 1 .
Bies, ™ Buy Byt Ty

&' 80 -
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Kirzt man ab

e[ RE - RY Lo
A?‘C(Rs,a )thrw()

L
D=~ & bm - QWR'UW%_ )

oA - TR oS .M
AA/M/l e Nty )

ct.l - At

A
so folgt fir B aus (81)

N+1/2

B [A , D +o((4—EN,4,L)+/3]=

N4, LAt 2

IV) Bewegliches Koordinatennetz

Es hat sich als glinstig erwiesen, die (rdumlichen) Ko-
ordinatenpunkte dort dichter zu wdhlen, wo steile Gra-
dienten auftreten, jedoch die Gesamtzahl der Koordinaten-
punkte konstant zu halten. Diese Methode ist in E?i]
angegeben und diskutiert,

- 81 -
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Das Fortran-programm filir die Berechnung des jeweils
neuen Koordinatennetzes und die Interpolation aller
Ortsfunktionen auf dieses wurde mit geringen Anderun-
gen von Dr. K. Hain (I.P,P. Minchen-Garching) Uber-

nommen.

V) Beschrdnkungen filir den Zeitschritt

Die richtige Wahl des Zeitschrittes At ist fir die nu-
merische Stabilitdt von entscheidender Bedeutung. Rich-
tungsweisende Stabilitdtsbetrachtungen fiir hydrodynami=-
sche Gleichungssysteme sind in [23] gemacht., Sie fih-

ren filr den vorliegenden Fall auf die Ungleichung:

: Aia
At & Mmm % — S—_——
| UJwJ +1 U°J*'/1| +E(J t 7;3“/ t ]"J*’r) + Eg‘m

o
Ity A

Im Verlauf der Rechnungen zeigte es sich, daR zusdtzlich

die Bedingung

At L Moy ————, =Minj)— s Sjus,
& IOMUJ"‘/J ! "TJ'HUJM ~ 7 vy

erfiillt sein muBte,

Bei sehr hohen Stromdichten blieb das System dann sta=-

bil,. wenn

At é (Adf',/z.)
% ?25f41
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VI) L&sungsfolge flir das gesamte Gleichungssystem

Wegen der Kopplungsterme ist es nicht m8glich, die Glei-
chungen (70) bis (73), (76) bis (78) in irgendeiner Rei-
henfolge einzeln zu 1l8sen, Dazu miBten mehrere Funktionen

zugleich fir die neue Zeit t + 4 t bekannt sein.,

Es wird daher der folgende Weg eingeschlagen: Alle Ko-

effizienten werden berechnet mit Argumenten (Ti’ T . n usw.),

e
die flr die Zeit t gelten. Der Fehler, der dabei gemacht
wird, dirfte gering sein, da die Zeitschritte sehr klein
sind (10~ - 1073 psec).

Daraus ergeben sich aus den Grdfen zur Zeittdie Geschwin-

digkeiten fir den Zeitpunkt t + l%i, und zwar zuerst die
gréRere Plasmageschwindigkeit, dann die kleinere Neutral-

gasgeschwindigkeit, wobei in (73) Go- durch U ersetzt

°d

werden muf,

In der Gleichung fiir das Magnetfeld kommen nur die neuen
Geschwindigkeiten vor, so daB diese ohne weitere Vernach-
ldssigung geldst wird,

Je nachdem, ob

Z’h >Zn° oder 2 Mo >2Zn )
i J i ]

wird zuerst n oder ng berechnetj die zweite Dichte in
der Reihenfolge kann dann stets mit den neuen Werten der

ersten bestimmt werden.

Mit "alten" T, und Te gewinnt man nun aus (77) ?o’ und

. ¢ A A
damit schlieflich Ti‘und Te.
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LAUFSCHEMA

ANFANG

N

\

N\

KOEFFS REKJON

Y

Vv

PLAVEL NTRVEL

/

BZFELD

/

PLAROT > NTRROT

/

Zn > Zno?
/JA N@/\
PLA L‘7/1\>\><’2NTRDI
\
\
NTRTMP > PLATMP
7
PRINT AUSDRUCKEN:
< JA NEIN
Y
OTRANS > ZEIT
EXIT BEENDEN ?
T~ A NEIN

Skizze 8

Y
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VII) Fortran-programm und Laufschema

Das Fortran-programm fiir IBM-7090-Rechenmaschine besteht
aus einem Haupt- und 13 (bzw, 15) Unterprogrammen. Das
Laufschema (Skizze 8) ist durch die Uberlegungen des vor-
hergehenden Abschnittes leicht verstdndlich. Noch nicht
erwdhnt wurde das Einlesen der Anfangsbedingungen, Ioni-
sations- und Rekombinationstabellen, Entladungskreisdaten
und sonstiger Parameter in ANFANG und das Ausdrucken je-
des m-ten (m wird eingelesen) Zeitschrittes in PRINT,
Hier wird auch auf die Maschinen- bzw. die geldufigen
Einheiten umgerechnet. REKION liefert Q)4 und 812,
KOEFFS die ilibrigen Koeffizienten.

Durch NTRDI erhalten wir ng (G1. (71)),

durch PLADI n (Gl., (70)) und

aus BZFELD B (Gl. (76)).

Die Geschwindigkeiten werden errechnet in:

PLAVEL fir Uy (G1. (73)),

NTRVEL flir Ugy(Gl. (72)),

NTRROT fir Lh?(nach Gl. (63)),

PLAROT fir U? (nach Gl., (65)).

NTRTMP und PLATMP sind Abklrzungen fir Neutralgastempe-
ratur T (Gl., (77)) und die Plasmatemperaturen Ti und T
(G1l. (78)).

In OTRANS wird das neue Koordinatennetz bestimmt und alle

Funktionen auf dieses transformiert.

ZEIT berechnet den Zeitschritt, der den Bedingungen aus

V geniigt.

Weitere Feinheiten, wie die Kontrollm&glichkeiten wdh-
rend der Rechnung u.a.m., sind aus dem Laufschema weg-

gelassen,

& Bl =
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D) Erpebnisse

Die Abbildungen 7 und 8 zeigen einen Vergleich zwischen
gemessenen und berechneten Magnetfeldern als Funktionen
der Zeit in verschiedenen Abstdnden von der Achse. Je-
weils vier (zu verschiedenen Radien geh®Srige) Sonden-
kurven stammen von einer Entladung. Es sind in jedem
Diagramm zwei experimentelle Kurven aus verschiedenen
Entladungen eingezeichnet, damit man den Grad der Re-
produzierbarkeit abschdtzen kann. Die theoretischen Wer-
te wurden mit einem Uber den Querschnitt des Rohres ho-
mogenen Anfangsionisierungsgrad von 10 % berechnet. Aus
den Messungen kann man den Nullpunkt der Zeitskala nicht
ermitteln; deshalb wurde jeweils flir eine der vier zusam-
mengehdrigen Sondenkurven der fir den Vergleich mit der
entsprechenden theoretischen Kurve gilinstigste Nullpunkt
festpelegt; fiir die restlichen drei lag dann die Skala
fest.

Die Unterschiede zwischen Theorie und Experiment liegen
innerhalb der (geschdtzten) Fehlergrenzen. So ist z.B.

zu beachten, dak man an der Grenze der Leistungsfdhigkeit
der Oszillographen arbeiten muB, Sehr schnelle (<f10~85ec)
zeitliche Anderungen werden wegen einer Anstiegszeit von

10~8 sec verzerrt.
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In den ndchsten drei Abbildungen 9 bis 11 sind die be-
rechneten Funktionen fiir bestimmte Zeitpunkte iiber den

Radius aufgetragen.

Es handelt sich um einen Fall mit folgenden homogenen

(unabhdngig von r) Anfangsbedingungen.

Ionisierungsgrad 1%
Magnetfeld + 1,2 kT' (parallel)
Plasma 7.10%3 cm™3
Dichten: 15 -3
Neutralgas 710 cm
Elektronen 1,5 eV
Temperaturen: Ionen 1,3 eV
Atome 1,2 eV
Geschwindigkeiten 0

Der Radius von 2,3 cm war durch 60 Punkte aufgeteilt.

Die Rechnung blieb ohne die kiinstliche Viskositdt QI
stabil.

Der Beginn der Hauptentladung liegt beim Zeitpunkt T = O,
die erste maximale Kompression des Magnetfeldes bei

T = 0,1956 [xsec.

Die Temperaturen sind betridchtlich niedriger als diejeni-
gen, die friher (s, [23] und [26] ) fiir ein vollioni-
siertes Plasma berechnet wurden; die Ionisierung verbraucht

einen betrdchtlichen Teil der Elektronenenergie,

In den Anfangsstadien kann man deutlich sehen, daf das
neutrale Gas infolge der groBen StoRquerschnitte zwischen

Ionen und Atomen vom Plasma mitgerissen wird.,

Das Plasma bildet stets einen Hohlzylinder; auch bei der
maximalen Kompression, weil dann in der Achse ein hoher

magnetischer Druck herrscht. -
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In den Anfangsbedingungen fir die Rechnung, nach

der die Abbildungen 12 und 13 entstanden, ist gegen-
iber dem vorhergehenden Fall nur der Ionisations-
grad auf 10 % erhht worden.

Dadurch nimmt die Steilheit der Cradienten und die H®he

der Maxima zu.

Die maximale Feldkompression erscheint einige nsec spd-

ter; das ansteigende Feld dringt nicht so schnell ein.

Die groRte Geschwindigkeit erreicht das nach innen lau-
fende Plasma kurz vor der ersten maximalen Feldkompres-
sion (T = 0,1893 psec), danach beginnt das in der Mitte
ansteigende Feld zu bremsen.

Man kann deutlich erkennen, wie das Neutralgas in Gebie-

ten hoher Temperatur aufgezehrt wird.,
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‘Das Ergebnis der Untersuchungen liber den Einfluf der
kiinstlichen Viskositdt Q| 1ist aus den Abbildungen 14

bis 17 zu entnehmen. Es sind aufgetragen die maximalen
(bzgl. r) Elektronen- und Ionentemperaturen und der maxi-
male Ionisierungsgrad als Funktionen der Zeit. Zundchst
bemerkt man, daf,vd6llig unabhdngig vom Anfangsionisierungs-

gr‘ad,Te M sich auf etwa 5,5 eV einstellt, solange noch

ax
kein sehr hoher Ionisationsgrad erreicht istj erst wenn
dieser in die N&he des Wertes 1 kommt, beginnt die Elek~

tronentemperatur zu steigen.

Ein Vergleich der Ionentemperaturen Ti Max® die man mit
und ohne QI errechnet, zeigt, in welch starkem MaBe die-
se durch den kinstlichen Term verfdlscht werden und zwar
nicht nur in der H&he des Maximums, sondern auch (was

hier nicht zu sehen ist) in dessen rdumlicher Lage.

Um darzulegen, daB der stdrende Einfluf von QI nicht maR-
geblich von der Anwesenheit des Neutralgases bestimmt wird,
sind alle Kurven fir die beiden Anfangsionisierungen von

1 % und 10 % beigefligt.

In der vorliegenden Theorie erwiesen sich die kinstlichen

Terme als nicht notwendig fir die numerische Stabilitdt
und wurden deshalb aus den Gleichungen gestrichen.
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Die Anfangsbedingungen der zu den Abbildungen 18 bis
21 gehdrenden Rechnung waren:

Ionisierungsgrad 50 %
Magnetfeld + 1,2 xT" (parallel)
Plasma 5,3:101°% cp~3
Dichten: 15 -3
Neutralgas 5,310 cm
Llektronen 1,5 eV
Temperaturen: Ionen 1,3 eV
Atome 1,2 eV
Geschwindigkeiten 0

Wegen der grdferen Gasmasse und der hdheren Ionisierung
kommt es erst nach 235,9 nsec zur ersten Kompression.
In diese Rechnung sind die Rotationsgeschwindigkeiten
aufgenommen; auferdem ist in 3 (Gl., (41)!) der EinfluB
der Elektronen beriicksichtigt.

Wie man aus dem eingezeichneten U? sieht, bleiben die
Rotationsgeschwindigkeiten um 2 bis 3 Gr&fenordnungen
kleiner als die radialen.

~Nach der (Plasma-Jkompression f411t das Maximum der Plas-
madichte rasch abj es verdndert seine Position nur sehr
wenig, jedoch verbreitert sich das Dichteprofil stark zur
Wand hin, wobei Geschwindigkeiten bis zu 18 cm/usec auf-
treten. Die Maxima der Temperaturen folgen der Strom=-
schicht ( %‘)}B*O ).

Wo die Strdme nicht hoch sind, befinden sich alle drei

Komponenten im thermischen Gleichgewicht.,
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' Experimentelle Untersuchungen (Dr. M. Keilhacker und
Dr. A. Eberhagen, I.P,P. Miinchen-Garching) haben er=-
geben, daB von der Vorionisierung her zur Zeit T = 0
die Anfangswerte liber dem Querschnitt des Entladungs-
rohres nicht homogen sind; deshalb wurde eine Rechnung
mit Anfangswertprofilen (Abb., 11 - 26) durchgefihrt.,

Da die Geschwindigkeiten fir die Zeit T = 0 nicht ge-
messen werden konnten, wurde das Magnetfeld so bestimmt,
daR das System nahezu im Gleichgewicht warj das Anfangs-
magnetfeld (Abb. 22) entspricht deshalb in der Wandndhe
nicht mehr den gemessenen Werten,

Integriert lber den ganzen Querschnitt, betrdgt der
anfdngliche Ionisierungsgrad etwa 67 %, der Fiilldruck
war der gleiche wie in dem vorhergehenden Fall

(Abb., 18 - 21).

Die auftretenden Gradienten und Maximalwerte entsprdchen
einer Rechnung mit viel geringerem homogenen Anfangs-
ionisierungsgrad.
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E) Einige noch offene Probleme

Der Wert der vorhergehenden Ergebnisse ist einge-

schrdnkt durch verschiedene noch offene Probleme:

1. Es fehlt jede Abschdtzung lber die Fehler, die in-
folge der numerischen Anndherung der Differentialquotien=-
ten oder durch das Auf- bzw, Abrunden beim Rechnen ge-

macht werden.

2. Die Berechnung der Koeffizienten ist - wie schon in
B, V erwdhnt - verhdltnismdRig grob. Es wurde noch nicht
gepriift, welche Parameter (Stofquerschnitte und dergl.)
die Ergebnisse stark beeinflussen und deshalb genauer

bestimmt werden sollten.,

3. Zum vollen Verstdndnis der gewonnenen Kurven wdre es
notwendig, die Funktionswerte (z.B. die Ionentemperatur Ti)
aufzuldsen nach den Beitrdgen der Phdnomene (z,B. Wdrme-
leitung, Austauschraten usw.), aus denen sie sich zusam-

mensetzen.

4, Die Abhidngigkeit der Ergebnisse von den Anfangspara-
metern (Druck, Ionisierungsgrad, Thetapinchanlage usw.)

miiRte noch systematisch untersucht werden.

5, Flir gewisse Sdtze von Anfangswerten (z.B. negatives -
antiparalleles- Magnetfeld) lduft das Programm noch un-
befriedigend. So ist teilweise zur numerischen Stabilitdt

ein extrem kleiner Zeitschritt erforderlich.,

6. Endlich miiBte noch genauer geprift werden, wie die Er-
gebnisse von der Anzahl der Ortskoordinatenpunkte abhdngen.
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